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Uber die Welt in Ausdehnung
Von G.Maneft.
(Eingegangen am 21. Januar 1932.)

Es wird gefunden, daf die Ausdehnungsgeschwindigkeit der nichtstationéren
Welt die des Lichtes tibertrifft. Um sie gleich ¢(= 3 . 10 cm/sec) werden zu
lagsen, muf man als asymptotischen Kriimmungsradius den Eixsreixschen
Radius Rg nehmen. Aus Beobachtungen iiber die Spiralnebel wird eine Ver-
besserung der Ergebnisse von HussLe fir Rg abgeleitet.

Die erste Form einer Welt mit verinderlichem Krimmungsradias, in
der die Welten von Einstemv unld de Srrrer als Spezialfille enthalten sind,
wurde von A.Frrepmanl) gegeben. G.Lemairre?) geht weiter, indem
er den Dopplereffekt der auBer-galaktischen Nebel mit dem verdnderlichen
Radius der nichtstationdren Welt verkniipft, um fir die systematischen
Geschwindigkeiten der Nebel eine Erklirung geben zu kénnen.

Bei dem nichtstationdren Fall wird die Zeit als dem Raume orthogonal
angenommen, d. h. g;4, = ¢o4 = ¢34 = 0. Das Linienelement ds? wird daher:
ds? = M 2 in2 2 2 52 2 2

$=——07 (dz;] + sin® z, dx} + sin® z sin’ z, d z3) + dzg, (1)
wo z, = t und R eine Funktion von ¢ darstellt. Benutzen wir die mit dem
kosmologischen Glied 4 erweiterten Feldgleichungen, so kommen wir in
Verbindung mit (1) zu den Gleichungen:

R?* 2RR" ¢

FTop TmA=0 @
und

SR'? 8¢

F_‘_ﬁ—l =%029, (3)

wo R’ und R" die erste und zweite zeitliche Ableitung der R bedeuten.
Die Gleichung (8) fihrt zum elliptischen Integral von Frizpmax:

R
1‘=% 2 iz, (4)
A-—a:—f——?;?a:3
0

WO ~ v

R3. M
4 =200 _ T (5)

3 67

1) A. Frieoman, ZS. £ Phys. 10, 377, 1922.
?) G. LemaiTrE, Ann. de Bruxelles, s. A. 47, 49—59, 1927.
Zeitschrift fiir Astrophysik. Bd. 4. 17
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242 G. MANEFf‘,

Da M die gesamte Masse im Raume darstellt, die laut Bedingung
konstant ist, so ist auch 4, obwohl g und E einzeln von der Zeit abhingen,
konstant.

AuBerdem ergibt (4) die Zeit, die verstreichen muB, um den Radius
der nichtstationdren Welt von 0 bis R anwachsen zu lassen. Dies ist also
die Zeit seit der Erschaffung der Welt, d.h. von jenem Anfangsmoment
an, bei dem der ganze Raum samt Masse in einem einzelnen Punkt zu-
sammengehalten war (R = 0), bis zum heutigen Weltzustand (B = R)).
Um den Charakter dieser nichtstationiren Welt klarzulegen, ist es von
Wichtigkeit, eine Bestimmung der t aus der Formel (4) vorzunehmen.
Da ds? aus (1) bei R = const und g4y = 1 genau mit dem Linienelement
der Finstemschen Welt zusammenfillt, so konnen wir aus (2) und (8)
in Verbindung mit R’ = R” =0 die Konstante 4 bestimmen. In der
Tat konnen wir aus (2) folgende Beziehung

02

A= Ri (6)

herleiten und aus (8) 9
RE = —, M

% Qo

worin gy die konstante Dichte der Emsreinschen Welt bedeutet. Die
Konstante 4 selbst wird daher

_ %@ Re _ 2,
= 8 =3 Rz (8)

Sodann wandelt sich (4), vermoge der Substitution:

A

T

", Y (9)
und bei Benutzung von (6), (7), in ein pseudoelliptisches Integral
y
Rg V 3y
= — ——d 1
t CJ 2—8y+y"7 10
0
um. Durch eine neue Substitution in (10):
Yy
2 = |/-—— 11
s w
ergibt sich: .
= 422°dz
= ‘R s
et = V8- Rg Ll_zg) 55 (12)
0
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Uber die Welt in Ausdehnung. 243
was aufgelost . V§
— — 2
ct = V3- Rz log l—2 + Rglog + == (18)
142 1— V8¢

liefert.
Wenn die Integrierung tiber den Emsrrinschen Raum fir z = Ry,

1
d.h. 2= V—S— ausgefithrt wird, so folgt fir die Zeit ¢ = co. Integrieren

wir aber tber den Raum von Lmmairee fir 2 = R =0,215 B;, wo
nach HussLe E, = 8,5.10%8 ¢cm ist, so erhalten wir fir

2= 0,312, (14)
was in (138) eingesetzt
¢t =0,091 R, = 0,42 R (15)
oder
{=8.10° Jahre (16)

ergibt. Dies ist die seit der Erschaffung der nichtstationiren Welt ver-
strichene Zeit. Beriicksichtigen wir den von Lemairre gefundenen Radius
R =18 . 109 Lichtjahre, so wird klar, daB es sich hier um eine mit Licht-
geschwindigkeit wachsende Welt handelt. Streng genommen tibertrifft
die Ausdehnungsgeschwindigkeit die der Lichtfortpflanzung um das Zwei-
fache: wir werden spater den Sondercharakter dieses Ergebnisses begreifen.

Jedenfalls zeigt die gleiche GroBenordnung dieser Zahlen, der Zeit
seit' der Erschaffung und des in Lichtjahren ausgedriickten Radius, daB
die nichtstationdre Welt zu keiner geschlossenen Welt, sondern zu einer
Welt-Insel im unendlichen Raume fithrt. In diesem Falle geht die aus-
gestrablte Energie mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ = 8 .10 cm/sec im
Raume verloren, bis sie vollkommen zerstreut wird. Dasselbe geschieht
auch mit der Materie. Kine solche Welt-Insel vermeidet alle Schwierig-
keiten, 10st aber keine aufl).

Fast dieselbe Zeitperiode seit der FErschatfung der nichtstationaren
Welt wurde von Einstein?) gefunden. Indem er einen Kugelraum mit
verinderlicher Krimmung betrachtet, stellt er fest, daB seit dem Moment,
fir den R =0 war, nur etwa 10 Jahre vergangen sind.

Lemairre selbst vermutet, daf die Ursache fir die Expansion in der
Strahlung®) liegt, ferner aber versucht er, dieselbe mit einer sonderbaren
physikalischen Stagnationshypothese zu erkléren?). Alles dies lehrt nur,

1) J. BecQuerEeL, Le principe de relativité 1922, 8. 272.
2) A. EinstEIN, Berl. Ber. 1931, S. 235.

%) G. LEMAITRE, 1. c.

4 G. LemaiTre, M. N. 19, 490, 1931.
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244 G. MANEFF,

wie schwierig und verwickelt die physikalischen Bedingungen in der nicht-
stationdren Welt erscheinen, wenn man iiber die rein mathematische Dar-
stellung hinausgehen will.

Wie oben erwihnt, fithren die Ergebnisse mit dem Radius von LEMAITRE

R=0215E, am
zu einer Sachlage, die dem Aufbau der nichtstationiren Welt nicht ent-
spricht, d.h. nach (15) dehnt sich die Welt mit einer zweimal groBeren
Geschwindigkeit als der des Lichtes aus. Beriicksichtigen wir anderseits,
daf in der nichtstationiren Welt der Druck und damit auch die Massen-
dichte veranderlich sind, und gehen wir von den systematischen Geschwindig-
keiten der extra-galaktischen Nebel aus, so kénnen wir den Radius der
Einsremvschen homogenen Welt R, bestimmen.

Zunéchst betrachten wir den Radius R von LemAITRE 1m gegen-
wirtigen Augenblick. Gehen wir aus von dem durch (17) gegebenen E,
50 kommen wir zu dem Wert von z gemé8 (17) und damit zu dem Krgebnis
0,182 R auf der rechten Seite von (15). Beriicksichtigen wir aber, daf in
der nichtstationdren Welt die Massendichte und der Druck zeitlich variabel
sind, so erscheint dieselbe Welt deformiert, wobei das Verhiltnis zwischen
R und R, also die Zahl y, das gleiche ist wie in der deformierten Welt?):

R 8
v =g = Vg. (18)

Hier ist der Vergleichsradius der Emnstrmnsche, da bei der nichtstationiren
Welt, wie man aus (1) ersieht, die Emwsrremvsche Welt als Ausgangspunkt
dient. In diesem Falle haben wir fir

2 = 0,566 02 - (19)
¢t =2,038 B, = R. (20)

Die Werte des R nach (20) und (18) sind aber ungleich. Es bleibt also
ibrig, die Interpolation durchzufithren. In der Tat, nehmen wir einen Wert

und fir E erhalten wir

2= 0,474 (21)
an, der sich wenig von (19) unterscheidet, so erhalten wir
‘ ¢t = 0,56 R, = R, (22)

also den gleichen Wert wie bei (21). Offenbar geht hier, in dem so de-
formierten Raume, nicht nur die Fortpflanzung der Strahlung, sondern
auch die Weltausdehnung mit derselben Geschwindigkeit ¢ = 8 . 10'° cm/sec
vor sich. '

1) G. Max~Err, diese ZS. 4, 231, 1932.
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Uber die Welt in Ausdehnung. 245

‘Dieses Ergebnis liefert uns die Méglichkeit, die zweite Frage zu be-
antworten: den Radius R, direkt aus den Beobachtungen tiber die Ge-
schwindigkeiten der Spiralnebel zu bestimmen, um dadurch die mit anderen
Methoden gefundenen Ergebnisse von Hussue revidieren zu konnen.
Zu dem Zwecke gehen wir aus von (3) und schreiben in Verbindung mit
+(6), (7), (8) und (9)

7\ 2
s (G m=2-34y ©9)

worin y = —— ist.
Ry
Wir werden auch die Ergebnisse von Lemairtre bei der Betrachtung

des Zusammenhanges zwischen Dopplereffekt und Variation des Welt-
radius!) benutzen. Lmmairre erhilt

R v
—_ = — 24
R er’ &)
worin 7 fiir den Fall ¢ = 1 gegeben ist. In absolutem MaBsystem wird daher
1 PR
- — —a7 -1
SR 0,68.107%" em ™, (25)

wobel v = 600 km/sec gesetzt ist, entsprechend der 0,95 .10 parsec oder
625 km/sec per 108 parsec. Setzen wir den Wert aus (25) in (28) ein und
nehmen wir y = BE/R, = 0,56 aus (22) oder (21), so erhalten wir den Radius

B, =1,3.1027 cm, (26) -

der 70mal kleiner als der von HussLe berechnete und 1%/,mal groBer als
das R, (bei LEmMAITRE) ist.

Vergleichen wir ferner unsere Ergebnisse, die sich aaf Grund des
Friepmanschen Integrals (4) ergeben, mit jenem von LemAIrrE, so stellt
sich ein grofer und wesentlicher Unterschied heraus. Zuerst setzt LeMAITRE

o«
= %
wobel seine Konstante & = 8 4 und A4 diejenige ist, die wir benutzt haben,
also diejenige von Frreoman. Das Wesentliche bei unserer Gleichung (5)
und der von Lemaitrz (27) ist die zeitliche Abhingigkeit der R und §;
sie konnen nur im Grenzfalle — der Einstemwschen Welt — konstant sein.
Und wenn LEMAITRE setzt

%0 @7

Y l.e. S.54.
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246 G. Maxerr, Uber die Welt in Ausdehnung.

so 1st es gar nicht notig, die weitere Hypothese

x =2 R, (29)
zu machen, sondern man muf einfach « = 2 B, postulieren. Das Auftreten
des R, und seine Bezeichnung als eines asymptotischen Wertes fiir { = — oo

zeigt, daf es sich hier tatséichlich um den konstanten Wert B z handelt.
Die Konstanz des R, folgt auch aus dem mit (4) dhnlichen Integral. Es
ist gar nicht verstindlich, weshalb LEMAITRE

_ R*= R3R, (30)
setzt.

Alles dies wird aus unseren darauffolgenden Rechnungen begreiflich.
Bei der Berechnung des R sahen wir, daf die nichtstationére Welt deformiert
ist. In der Tat kommt in dieser 4 vor, wie bei Einstemy und de Sirrer
aber hier dient A nicht dazu, die Stabilitit der Welt zu sichern, sondern
dndert nur die Weltdimensionen, d. h. den Wert des R, und bedingt daher
gerade ihren nichtstationdren Charakter. Lemairre sucht die Erkldrung
des Dopplereffektes nicht in der deformierten Welt; er kann sie auf diesem
Wege nicht finden, da er von Anfang an die effektive Massendichte der-
Jenigen der Materie gleichsetzt, d.h. 6 == p. Deswegen greift er auf die zeitliche
Variation des Weltradius zuriick.

Aus dem oben Dargelegten ersieht man, daf die nichtstationdre Welt
nur fiir die Lichtstrahlung verwirklichbar ist, nicht aber fiir die materiellen
Systeme. Obwohl in ihre Gleichungen A eingeht, stellt sich doch kein ge-
schlossenes System dar. Um sie aufbauen zu kénnen, ist es notig, nach
Ausfithrung der entsprechenden Bezeichnungen in der Emwstrmwschen
Welt, den Radius dieser letzteren nicht nur als asymptotisches B, fur die
nichtstationdre Welt zu nehmen, sondern sein B auch einer Deformation
zu unterwerfen. \

Sofia, Physikalisches Institut der Universitéit.
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